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1 序
kを任意標数の体，nを任意の自然数，k[x] := k[x1; : : : ; xn]を k上の n変数多項式環とする．
非負実数全体の集合，非負整数全体の集合，正整数全体の集合をそれぞれR0, Z0, Z>0で表す．
a = (a1; : : : ; an) 2 (Z0)nに対して，単項式 xa11   xann を xaで表し，しばしば aと xaを同一視
する．また，a = (a1; : : : ; an) 2 Rnに対して，jaj := a1 +   + anとする．
Zn上の全順序が任意の a;b; c 2 Znに対して









定義 1.2 (イニシャル単項式，イニシャルベクトル空間) Zn上の加法的全順序を任意に固定す
る．
（１）0 6= f 2 k[x]とする．f に現れる単項式の中でに関して最大のものを f のに関するイ
ニシャル単項式といい，in(f)で表す．
（２）V を k[x]の k部分ベクトル空間とする．単項式の集合 fin(f) j f 2 V n f0ggによって生




a 2 k[x] (ca 2 k)に対して，supp(f) := fa 2 (Z0)n j ca 6= 0gを f の台と呼






命題 1.3 k[x]の有限次元 k部分ベクトル空間 V に対して fin(V ) j  2 
gは有限集合である．
証明．一般に，k[x]の k部分ベクトル空間 V に対して，
fin(V ) j  2 
g  fhSik j S Mg
が成り立つ．ただしM := fxa j a 2 supp(V )gとし，hSikは Sで生成される kベクトル空間とす
る．fhSik j S  Mgの濃度とM の冪集合の濃度は等しいことに注意する．V の k上の次元が有
限のとき，M は有限集合である．ゆえに fhSik j S  Mgは有限集合であり，その部分集合であ







を考える．ただし各 l 2 Z0に対して，k[x]lは l次斉次多項式によって生成される kベクトル空
間とする．このとき，次が成り立つ．
1
補題 1.4 任意の 2 
に対して，次を満たす02 
0が存在する：
任意の l 2 Z0; f 2 k[x]l n f0gに対して，in(f) = in0(f) が成り立つ．
証明．Zn上の関係0を
a 0 b def() jaj < jbj または (jaj = jbjかつ a  b) (8a;b 2 Zn)
と定義する．すると02 
0が成り立つ．また，任意の l 2 Z0; f 2 k[x]l;a 2 supp(f)に対して，
jaj = lである．ゆえに in0(f) = in(f)が成り立つ． 2











が成り立つ．よって補題 1.4の0に対し in(V ) = in0(V )となる．ゆえに
fin(V ) j  2 
g = fin(V ) j  2 
0g (1)
が成り立つ．
Iを k[x]のイデアルとする．Iは k[x]の k部分ベクトル空間になので，in(I)が定義される．
の加法性から in(I)は k[x]のイデアルとなり，I のイニシャルイデアルと呼ばれる．
イニシャルイデアルはグレブナ基底の理論に用いられていてよく研究されている．その一つと
して次のことが知られている．
定理 1.5 ([3]) 任意のイデアル I に対して，fin(I) j  2 
0gは有限集合である．








定理 1.6 任意の斉次イデアル I に対して，fin(I) j  2 
gは有限集合である．
Aを k[x]の k部分代数とする．Aは k[x]の kの k部分ベクトル空間なので，in(A)が定義され
る．の加法性から in(A)は k[x]の k部分代数である．in(A)をAのイニシャル代数と呼ぶ．




Snを n次対称群とし，Gを Snの部分群とする．Gの k[x]への作用を
(f) := f(x(1); : : : ; x(n)) (8 2 G; f 2 k[x])
により定める．このとき不変式環
k[x]G := ff 2 k[x] j (f) = f (8 2 G)g







例 1.7 k[x]Sn は k上の x1; x2; : : : ; xnの対称式全体の集合である．
k[x]Gのイニシャル代数の個数について次の結果が黒田 [2]により示された．
定理 1.8 ([2, Proposition 3.3]) Gが互換だけで生成されるとする．このとき任意の 2 
に
対して，k代数 in(k[x]G)は有限生成である．また，fink[x]G j  2 
gの元の個数はGの位数
に等しい．
例 1.9 が辞書式順序の場合，任意の f 2 k[x]Sn n f0gに対し，in(f) = xa11   xann と表したと




xi1   xil
に対し，in(sl) = x1   xlであるので，in(k[x]Sn) = k[x1; x1x2; : : : ; x1x2 : : : xn]が成り立つ．
定理 1.10 ([2, Theorem 2.2]) Gが互換だけで生成されないとする．このとき任意の 2 
に
対して，k代数 in(k[x]G)は有限生成でない．また，fink[x]G j  2 
gは非可算集合である．














であることに注意する．k[x]GN は k[x]の有限次元 k部分ベクトル空間であるから，命題 1.3より
fin(k[x]GN ) j  2 
gは有限集合である．本修士論文では次の問題の研究を行った．
3
問題 1.11 Gが互換だけで生成されない場合，fink[x]GN j 2 
gの元の個数をN を用いてどの
ように記述できるか？
問題 1.11の特別な場合として，n = 3，G = A3 = fe; (1; 2; 3); (1; 3; 2)gの場合について研究し，
次の結果を得た．
主結果 1.12 任意のN 2 Z0に対して，
#fin(k[x]A3N ) j  2 
g =
8<: 1 (N = 0)3('(1) +   + '(N)) (N  1)
が成り立つ．
ここで，'はオイラー関数





例 2.1 (n  1)次元単位球面 Sn 1上の点 ! = (!1; : : : ; !n)で，!1; : : : ; !nがQ上一次独立なもの
全体の集合を S0で表す．各 ! 2 S0について，Zn上の関係! を
a ! b def() a  !  b  ! (8a;b 2 Zn)
と定義する．すると，! は 
に属する．よって写像





! 2 Rnと Rnの凸多面体 P に対して，
face!P = fa 2 P j任意の a0 2 P に対して!  a0  !  ag
と定義し，!を法線ベクトルとする P の面と呼ぶ．








各X  Rnに対して，XのRnにおける凸包を conv(X)で表す．! 2 S0; 0 6= f 2 k[x];a 2 (Z0)n
に対して，
in!(f) = x
a () face!conv(supp(f)) = fag
である事に注意する．
写像  : Zn ! Z>0は次を満たすとする．
任意の k 2 Z>0に対して  1(k)は有限集合である．




8<:0 ( = 0のとき)1=e ( 6= 0のとき)
ただし，
e = maxfe 2 Z>0 j (a); (b) < eを満たす任意の a;b 2 Znについて，a  b () a 0 bg
とする.
上の定義の下で次の定理が成り立つ．







系 2.4 V を k[x]の有限次元 k部分ベクトル空間とする．このとき，任意の 2 
に対して，あ
る ! 2 S0が存在して
in(V ) = in!(V )
を満たす．従って，
fin(V ) j  2 




証明．V は有限次元なので supp(V )は有限集合である．ゆえに，ある e 2 Z>0 が存在して，任
意の a 2 supp(V )に対して (a) < eを満たす．
0 の稠密性より，d(;!) < 1=eを満たす
! 2 S0が存在する．このとき，任意の 0 6= f 2 V に対して，in(f) = in!(f)である．ゆえに，
in(V ) = in!(V )が成り立つ．
前半の主張より fin(V ) j  2 




fin(V ) j  2 
g  fin(V ) j  2 
0gが成り立つ．従って，fin(V ) j  2 
g = fin(V ) j  2

0gを得る． 2
定義 2.5 (標準基底，被約多項式，被約標準基底)  2 
を任意に固定する．V を k[x]の k部分
ベクトル空間，Bを V の k上の基底，0 6= f 2 V とする．
（１）(in(f))f2B が in(V )の k上の基底である時，Bは V のに関する標準基底であるとい
う．
（２）f が被約であるとは
supp(f) n supp in(f) \ supp(in(V )) = ;
を満たすを満たす時にいう．これは in(f)以外の f の項が in(V )に属さないという条件と同じ
である．
（３）V のに関する標準基底Bが被約であるとはBの任意の元が被約であるときにいう．
以下の補題 2.6と補題 2.7では，は 
の任意の元，V は k[x]の k部分ベクトル空間，Bは V
のに関する被約標準基底とする．
補題 2.6 任意の ; 6= B0  Bに対して，B0は hB0ikのに関する被約標準基底である．
証明．V 0 := hB0ikとする．Bは k上一次独立なので，B0も k上一次独立である．よってB0は V 0
の k上の基底である．
Bは標準基底なので，互いに異なる任意の f; g 2 B0に対して，in(f) 6= in(g)が成り立つ．ゆ
えに (in(f))f2B0 は k上一次独立である．
B0  V 0より fin(f) j f 2 B0g  fin(f) j f 2 V 0gが成り立つ．逆に，任意に f 2 V 0 n f0gを
選ぶ．このとき，
f = c1f1 +   + cmfm
と表される．ただし，各 iに対し ci 2 k; fi 2 B0とし，互いに異なる任意の i; jに対し，fi 6= fjと
する．(in(f))f2B0 は k上一次独立なので，互いに異なる任意の i; jについて，in(fi)と in(fj)
は異なる．よって
in(f) = max
fin(f1); : : : ; in(fm)g
である．よって，ある 1  i  mが存在して in(f) = in(fi)を満たす．ゆえに fin(f) j f 2
B0g  fin(f) j f 2 V 0g である．従って fin(f) j f 2 B0g = fin(f) j f 2 V 0g であり，
hfin(f) j f 2 B0gik = in(V 0)が成り立つ．以上より，B0はに関する V 0の標準基底である．
Bは V のに関する被約標準基底なので，任意の f 2 B0に対して
supp(f) n supp in(f)\ supp(in(V )) = ;
が成り立つ．in(V 0)  in(V )であるから，
supp(f) n supp in(f)\ supp(in(V 0)) = ;
6
も成り立つ．ゆえに f は V 0において被約である．以上より，B0は V 0の被約標準基底である．2
補題 2.7 任意の0 2 
に対して，次は同値である．
(a) 任意の f 2 Bに対して，in(f) = in0(f)が成り立つ．
(b) in(V ) = in0(V )が成り立つ．
証明．まず (a) ) (b)を示す．そこで，任意の f 2 Bに対して，in(f) = in0(f)が成り立つと
仮定する．このとき
in(V ) = hfin(f) j f 2 Bgik = hfin0(f) j f 2 Bgik  in0(V )
が成り立つ．一方，任意の f 2 V は
f = c1f1 +   + cmfm
と表せる．ただし，各 iに対し ci 2 k; fi 2 B0とし，互いに異なる任意の i; jに対し，fi 6= fj と
する．Bは V のに関する標準基底なので，互いに異なる任意の i; jに対して，
in0(fi) = in(fi) 6= in(fj) = in0(fj)
が成り立つ．ゆえに in0(f) = max0fin0(f1); : : : ; in0(fm)gが成り立つ．従って，ある 1  i  m
が存在して in0(f) = in0(fi)を満たす．ゆえに
in0(V )  hfin0(f) j f 2 Bgik = hfin0(f) j f 2 Bgik = in(V )
が成り立つ．以上より，in(V ) = in0(V )を得る．
次に (b))(b)の対偶を示す．そこで，ある f 2 Bが存在して in(f) 6= in0(f)を満たすと仮定
する．すると，f の被約性より，in0(f)は in(V )に属さない．一方，in0(f)は in0(V )に属す
る．よって in(V )と in0(V )は異なる． 2
Gを Snの部分群とする．Gの Rnへの作用を
(a) := (a 1(1); : : : ; a 1(n)) (8 2 G;a = (a1; : : : ; an) 2 Rn) (2)
により定める．任意の a 2 (Z0)n;  2 Snに対して，(xa) = x 1(a)が成り立つことに注意する．






と定義する．ただしG  aは aのG軌道とする．このとき fG(xa)は k[x]Gに属する．また，aの
G軌道の凸包を PG(a)で表す．即ち，






補題 2.8 ([2, Lemma 2.4]) 任意の 2 
に対して





補題 3.1 Snの任意の部分群Gと任意の 2 
に対して
BN := ffG(xa) j a 2 (Z0)n; jaj  Ng
は k[x]GN の被約標準基底である．
証明．BN は (3)のBの部分集合である．任意の2 
に対して，(3)のBは k[x]Gの被約標準
基底なので補題 2.6よりBN は hBN ikの被約標準基底である．各 a 2 (Z0)nに対し fG(xa)は
k[x]Gjaj に属するので，hBN ik = k[x]GN が成り立つ．よって BN は k[x]GN の被約標準基底で
ある． 2
補題 2.7と補題 3.1より次の定理が従う．




(A)任意の f 2 BN に対して，in(f) = in0(f)が成り立つ．
(B) in(k[x]GN ) = in0(k[x]
G
N )が成り立つ．
以下，主結果 1.12の証明を行う．N = 0の場合，k[x]A30 = kである．このとき任意の 2 
に
対して in(k) = kである．ゆえに
#fink[x]A30 j  2 
g = 1
を得る．N  1の場合をN に関する帰納法で示す．N = 1の場合，k[x]A31 = k+k(x1+x2+x3)
である．ゆえに
#fin(k[x]A31) j  2 
g = #fk + kxi j i = 1; 2; 3g = 3 = 3'(1)
が成り立つ．N  2のとき，
#fin(k[x]A3N ) j  2 
g  #fin(k[x]A3N 1) j  2 
g = 3'(N)
を示せば主結果 1.12が証明が完了する．系 2.4より任意のN 2 Z0に対して，
fin(k[x]A3N ) j  2 
g = fin(k[x]A3N ) j  2 
0g
が成り立つので，以下では
#fin(k[x]A3N ) j  2 




V := R(1; 1; 1) = fu(1; 1; 1) j u 2 Rg
L := (Z0)3 n V
L0 := f(a1; a2; a3) 2 L j a1 > a3; a2  a3g
8
とおく．A3のR3への作用 (2)は Lへの作用に制限できる．A3の Lへの作用は固定点を持たない
ことに注意する．従って，任意の a 2 L0に対して PA3(a)は正三角形である．
以下では  = (1; 2; 3)とする．
補題 3.3 L = L0 t (L0) t 2(L0)が成り立つ．
証明．任意の a = (a1; a2; a3) 2 Lは次の 12個の不等式のいずれか一つを満たす．
[0] [1] [2]
a1 > a2 > a3 a2 > a3 > a1 a3 > a1 > a2
a2 > a1 > a3 a3 > a2 > a1 a1 > a3 > a2
a1 = a2 > a3 a2 = a3 > a1 a3 = a1 > a2
a1 > a2 = a3 a2 > a3 = a1 a3 > a1 = a2
12個の不等式を [0], [1], [2]に分類する．aが [0]の不等式のいずれかを満たすことと a 2 L0で
あることは同値である．また，aが [i] (i 2 f0; 1; 2g)の不等式のいずれかを満たすとき，(a)は
[(i+1) mod 3]のいずれかの不等式を満たす．よって aが [1]のいずれかの不等式を満たすことと
a 2 (L0)であることは同値である．また，aが [2]のいずれかの不等式を満たすことと a 2 2(L0)
であることは同値である． 2
補題 3.3より，任意の a 2 Lに対して  2 fe; ; 2g = A3がただ一つ存在して (a) 2 L0を満
たす．
各N  0に対して以下の記号を導入する：



















EN は正三角形 fa 2 (R0)3 j jaj = Ngの一辺 (edge)に含まれる．任意の N  0に対して，
EN  L0N である．ゆえにEN  L0N が成り立つことに注意する．
9
例 3.4 L6（大きい点はE6の元を表す）：
(6; 0; 0) (0; 6; 0)
(0; 0; 6)
任意に a 2 L0をとり，N := jajとする．(N=3; N=3; N=3)を始点とし，正三角形 PA3(a)の各辺と
直交する 3本の半直線の和集合を Vaで表す．そして，Ua := Va+V := fu+ v j u 2 Va; v 2 Vg と




f (xa) + v j x  0，v 2 Vg
である．従って a;a0 2 L0に対して，a;a0の V?への正射影をそれぞれ a; a0としたとき，
Ua = Ua0 () 9x > 0 s:t: xa = a0 (4)
が成り立つ．
例 3.5 a = (2; 4; 0)の場合の Va：
a = (2; 4; 0)
PA3(a)
Va
各 a 2 Lに対して，
 a := f s(a)  t2(a) + v j s; t > 0 v 2 Vg (5)
と定義する． aは Rnの開集合かつ凸集合である．任意の a 2 L0に対して，




となり，R3 n Uaは 3つの連結成分に分かれる．
10
補題 3.6 任意の ! 2  aに対して face!PA3(a) = fagが成り立つ．
証明．任意の v 2 V 及び互いに異なる任意の ; 0 2 A3に対して，
(a)  (a) = a  a
(a)  0(a) = a1a2 + a2a3 + a3a1
(a)  v = 0(a)  v
であることに注意する．任意の ! =  s(a)  t2(a) + v 2  aに対して
a  !   (a)  !
=  s(a  (a))  t(a  (a)) + a  v + s((a)  (a)) + t((a)  2(a))  (a)  v
= s((a)  (a)  a  (a)) + t((a)  2(a)  a  (a)) + a  v   (a)  v
= s(a  a  a  (a))
= s(a21 + a
2




s((a1   a2)2 + (a2   a3)2 + (a3   a1)2)
> 0 (a1 = a2 = a3ではないから)
となる．よってa! > (a)!である．同様にa! > 2(a)!が成り立つ．ゆえに face!PA3(a) = fag
を得る． 2
以下で述べる命題 3.8の証明のために次の補題を使う．












が成り立つ．ただし，BAはAからBへの写像全体の集合とする．さらに，任意の  2 Aと互い












証明．x 2 T2A(S2B S;)を任意に選ぶ．このとき，任意の  2 Aに対して  2 Bが存在し








































と仮定する． 6= 0なので， 2 Aが存在して () 6= ()が成り立つ．このとき，仮定より
S;() \ S;0() = ;
である．一方
x 2 S;() \ S;0()
である．これは矛盾である． 2
ところで，互いに異なる a;b 2 L0に対してUa = Ubとなることもある．そのため，以下の定理
では fUa j a 2 L0Ngの元の個数は L0N の元の個数より一般に小さくなることに注意する．
定理 3.8 任意のN  1に対して，
#fin(k[x]A3N ) j  2 
0g = 3#fUa j a 2 L0Ng
が成り立つ．従って，任意のN  2に対して，
#fin(k[x]A3N ) j  2 
0g  #fin(k[x]A3N 1) j  2 
0g














































である．任意の a 2 L0N に対し，aC 2 A3  aだから，PA3(aC) = PA3(a)，fA3(xaC ) = fA3(xa)
となる．補題 3.6より，任意の !; !0 2 C \ S0に対して，
face!PA3(a) = faCg = face!0PA3(a)
が成り立つ．よって
in!(fA3(x
a)) = xaC = in!0 (fA3(x
a))
である．任意の a 2 (Zn0 (jaj  N)は a 2 LN または，a 2 Vのどちらか一方を満たす．a 2 LN






a0)) = xaC = in!0 (fA3(x
a0)) = in!0 (fA3(x
a))
が成り立つ．a 2 V のとき fA3(xa) = xaが成り立つ．ゆえに
in!(fA3(x
a)) = xa = in!0 (fA3(x
a))
である．従って任意の f 2 BN に対し，in!(f) = in!0 (f)が成り立つ．ゆえに定理 3.2より
in!(k[x]
A3






Uaの互いに異なる連結成分C;C 0を選ぶ．すると，あるa 2 L0Nが存在してaC 6= aC0
を満たす．このとき，補題 3.6より任意の ! 2 C \ S0, !0 2 C 0 \ S0に対して，
face!PA3(a) = faCg 6= faC0g = face!0PA3(a)
が成り立つ．よって
in!(fA3(x








9=; 3 C 7! in!(k[x]A3N ) 2 fin(k[x]A3N ) j  2 
0g
はwell-denedな全単射である．ただし! 2 C\S0とする．任意のN  1に対して，R3 n S
a2L0N
Ua
は 3#fUa j a 2 L0Ng個の連結成分に分かれる．よって，
#fin(k[x]A3N ) j  2 
0g = 3#fUa j a 2 L0Ng
が成り立つ．これで前半の主張が示された．前半の主張より，任意のN  2に対して，
#fink[x]A3N j  2 
0g  #fink[x]A3N 1 j2 
0g
= 3(#fUa j a 2 L0Ng  #fUa j a 2 L0N 1g)
= 3#(fUa j a 2 L0Ng n fUa j a 2 L0N 1g)
が成り立つ．よって後半の主張も正しい． 2
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補題 3.9 任意の a 2 L0に対して，ある a0 2 E が存在して
Ua = Ua0 かつ ja0j  jaj
を満たす．
証明．a = (a1; a2; a3)とおく．a 2 L0 なので a1 > a3; a2  a3 が成り立つ．よって a0 := a  
a3(1; 1; 1) = (a1   a3; a2   a3; 0) 2 Eである．aの V?への正射影と，a0の V?への正射影は等し
い．従って (4)より Ua = Ua0 が成り立つ．さらに ja0j = jaj   3a3  jajが成り立つ 2
L0N  EN より，
fUa j a 2 L0Ng  fUa j a 2 ENg
である．一方，補題 3.9より，
fUa j a 2 L0Ng  fUa j a 2 ENg
が成り立つ．ゆえに
fUa j a 2 L0Ng = fUa j a 2 ENg (7)
を得る．正整数N > N 0と
a = (a;N   a; 0) 2 EN (1  a  N); a0 = (a0; N 0   a0; 0) 2 EN 0 (1  a0  N 0)
を任意にとる．a;a0の V?への正射影をそれぞれ a; a0とした時，(4)より，
Ua = Ua0
() 9x > 0 s:t: xa = a0












N 0   a0; 1
3
N 0)
() 9x > 0 s:t: xa = a0 かつ xN = N 0
() aN 0 = a0N (8)
このとき，gcd(a;N) 6= 1 である．さもなくば N jN 0 となり，N > N 0 に矛盾する．逆に a =
(a;N   a; 0) 2 EN (1  a  N)が gcd(a;N) 6= 1を満たすとき aN 0 = a0N かつ a0  N 0 < N を
満たす正整数N 0; a0が存在する．このとき a0 := (a0; N 0   a0; 0) 2 EN 1であり，Ua = Ua0 が成り
立つ．よって任意のN  2に対して
fUa j a 2 ENg n fUa j a 2 EN 1g
= fUa j a 2 ENg n fUa j a 2 EN 1g
= fUa j a = (a;N   a; 0); 0 < a  N かつ gcd(a;N) = 1g (9)
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が成り立つ．以上より任意のN  2に対して
#fin(k[x]A3N ) j  2 
g  #fin(k[x]A3N 1) j  2 
g
= #fin(k[x]A3N ) j  2 
0g  #fin(k[x]A3N 1) j2 
0g (系 2.4より)
= 3#(fUa j a 2 L0Ng n fUa j a 2 L0N 1g) (補題 3.8より)
= 3#(fUa j a 2 ENg n fUa j a 2 EN 1g) ((7)より)
= 3#fUa j a = (a;N   a; 0); 0 < a  N かつ gcd(a;N) = 1g ((9)より)





Snを n次対称群，Gを Snの部分群とする．各N 2 Z0に対して k[x]GN は k[x]の有限次元 k







問題 4.1 Gが互換だけで生成されない場合，任意のN 2 Z0に対して，fin(k[x]GN ) j  2 
g
の元の個数はN を用いてどのように記述できるか？
問題 4.1の特別な場合として，n = 3; G = A3の場合について研究し，結果を得た．
オイラー関数の別の表し方を考える．整数N > 1を任意に固定する．このとき正整数 a  N に
対して，
gcd(a;N) = 1 () 8l 2 f1; 2; : : : N   1gに対しN 6 j alg
が成り立つ．したがって
'(N) =
8<: 1 (N = 1)# fa 2 f1; 2; : : : ; Ng j 8l 2 f1; 2; : : : ; N   1gに対し N 6 j alg (N > 1)
である．このことを念頭に，関数  : f4; 5; 6; : : :g ! Z>0を次で定義する：
(N) = # fa 2 f1; 2; : : : ; Ng j 8l 2 fi; i+ 3; : : : ; N   3gに対しN 6 j alg．
ただし，i 2 f1; 2; 3gは i  N (mod 3)を満たすとする ．
例 4.2 (N = 12のとき) fa 2 f1; 2; : : : ; 12g j 8l 2 f3; 6; 9gに対し 12 6 j lag = f1; 3; 5; 7; 9; 11gで
ある．したがって，(12) = 6である．
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主結果 4.3 任意のN > 3に対して，
#fin(k[x]A3N ) j  2 
g  #fin(k[x]A3N 3) j  2 
g = 3(N)
が成り立つ．
証明．定理 3.8と同様の証明により，任意のN 2 Z>0に対して，
#fin(k[x]A3N ) j  2 
0g = 3#fUa j a 2 L0Ng (10)
が成り立つ．補題 3.9の証明から，任意のN 2 Z>0に対して，
fUa j a 2 L0Ng  fUa j a 2 ENg [ fUa j a 2 EN 3g [    [ fUa j a 2 Eig
である．ただし，i 2 f1; 2; 3gかつ i  N (mod 3)とする．
逆に，任意に l 2 fN;N   3; : : : ; ig, a 2 Elを選ぶ．a0 := a+
1
3
(N   l)(1; 1; 1)とすると a0 2 L0N
である．さらに aの V?への正射影と a0の V?への正射影は等しい．よって，(4)より，
Ua = Ua0 2 fUa j a 2 L0Ng
が成り立つ．ゆえに
fUa j a 2 L0Ng  fUa j a 2 ENg [ fUa j a 2 EN 3g [    [ fUa j a 2 Eig
である．したがって，
fUa j a 2 L0Ng = fUa j a 2 ENg [ fUa j a 2 EN 3g [    [ fUa j a 2 Eig (11)
を得る．
以上より，任意のN > 3に対して，
#fin(k[x]A3N ) j  2 
g  #fin(k[x]A3N 3) j  2 
g
= #fin(k[x]A3N ) j  2 
0g  #fin(k[x]A3N 3) j  2 
0g (系 2.4より)




fUa j a 2 Elg n
[
l2fN 3;N 6:::;ig
fUa j a 2 Elg
1A ((11)より)
= 3#
0@fUa j a 2 ENg n [
l2fN 3;N 6:::;ig
fUa j a 2 Elg
1A
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